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第六章 定积分

6.1 定积分的概念

例 1. 计算由曲线 y = ƒ (), 直线  = ,  = b, 和  轴所围成的曲边梯形的面积 S．

 b

y = ƒ () ≥ 0

1 n−1−1 ξ

ƒ (ξ)

Δ

ƒ (ξ)

Δ
1 n−1−1 ξ 1 n−1−1 ξ 

S =
∑


ΔS ≈
∑


ƒ (ξ)Δ ⇒ S = lim
Δ→0
∑


ƒ (ξ)Δ

例子. 计算由曲线 y = ƒ (), 直线  = ,  = b, 和  轴所围成的曲边梯形的面积 S．

1. 将区间 [,b] 分为 n 段 [−1,], 各段的长度为 Δ =  − −1, 1 ≤  ≤ n.

2. 在每小段区间 [−1,] 上任取一点 ξ，得到面积的近似值为 S ≈
n∑
=1

ƒ (ξ)Δ.
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4 第六章 定积分

3. 令 Δ =mx


{Δ}, 则当 Δ→ 0 时就得到面积的实际值为 S = lim
Δ→0

n∑
=1

ƒ (ξ)Δ.

例 2. 设物体以速度  = (t) 沿直线运动，求在时间段  ≤ t ≤ b 内的位移 s．

1. 将时间段 [,b] 分为 n 段 [t−1, t], 各段的长度为 Δt = t − t−1, 1 ≤  ≤ n.

2. 在每小段区间 [t−1, t] 上任取一点 ξ，得到位移的近似值为 s ≈
n∑
=1

(ξ)Δt.

3. 令 Δt =mx


{Δt}, 则当 Δt→ 0 时就得到位移的实际值为 s = lim
Δt→0

n∑
=1

(ξ)Δt.

定义. 设 ƒ () 在区间 [,b] 上有定义，用点  = 0 < 1 < · · · < n−1 < n = b 将区间分

为 n 段 [−1,] ( = 1,2, · · · ,n)，其长度分别为 Δ =  − −1．在每段 [−1,] 上任

取一点 ξ，得到近似和
n∑
=1

ƒ (ξ)Δ.

记 Δ = mx


{Δ}，如果对 [,b] 的任意分法，对在小区间 [−1,] 上 ξ 的任意取法，

当 Δ → 0 时，近似和的极限总趋于同一个数 ，我们就称 ƒ () 在区间 [,b] 上是可积的，

并将这个极限值称为 ƒ () 在 [,b] 上的定积分，记为

 = lim
Δ→0

n∑
=1

ƒ (ξ)Δ =
∫ b


ƒ ()d

我们已经定义 ∫ b


ƒ ()d = lim
Δ→0

n∑
=1

ƒ (ξ)Δ

其中：

•  称为积分变量，ƒ () 称为被积函数，ƒ ()d 称为被积表达式

•  称为积分下限，b 称为积分上限，[,b] 称为积分区间

注记 1. 定积分的值只跟被积函数 ƒ () 和积分区间 [,b] 有关，而与积分变量用什么字母无

关．即 ∫ b


ƒ ()d =
∫ b


ƒ (t)dt =
∫ b


ƒ ()d
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注记 2. 定积分定义中的区间分法和 ξ 的取法是任意的.

定理 1 (存在定理). 如果 ƒ () 在区间 [,b] 上是连续函数（或者是只有有限个间断点的有界

函数），则它在 [,b] 上是可积的．

注记 3. 如果  > b，我们规定 ∫ b


ƒ ()d = −
∫ 
b

ƒ ()d

特别地，如果  = b，我们可以得到 ∫ b


ƒ ()d = 0

注记 4 (几何意义). 设由曲线 y = ƒ (), 直线  = ,  = b, 和  轴所围成的曲边梯形的面

积为 S

• 如果在 [,b] 上 ƒ () ≥ 0，则定积分 ∫ b

ƒ ()d = S.

• 如果在 [,b] 上 ƒ () ≤ 0，则定积分 ∫ b

ƒ ()d = −S.

• ƒ () 在 [,b] 上有正有负，则定积分为各部分面积的代数和．



y

+

−
+

−

例 3. 利用定义计算定积分
∫ 1
0
2d.

解. 将区间 [0,1] n 等分, 分点为  =

n , ( = 1,2, · · · ,n). 易知小区间 [−1,] 的长度为

Δ =
1
n , ( = 1,2, · · · ,n). 取 ξ = , ( = 1,2, · · · ,n), 则

n∑
=1

ƒ (ξ)Δ =
n∑
=1

ξ2

Δ =

n∑
=1

2

Δ

=
n∑
=1

Ç


n

å2

· 1
n
=

1

n3

n∑
=1

2 =
1

n3
· n(n + 1)(2n + 1)

6
.



6 第六章 定积分

两边令 Δ→ 0 取极限得
∫ 1
0

2 d =
1

3
.

1. 定积分的实质: 特殊和式的极限.

2. 定积分的思想方法

分割

求和

取极限

化整为零

求近似，以直代曲

积零为整

精确值--定积分

6.2 定积分的性质

性质 1. 设 k 为常数，则有 ∫ b


kƒ ()d = k
∫ b


ƒ ()d

性质 2. （函数可加性）∫ b


[ƒ () ± g()] d =
∫ b


ƒ ()d ±
∫ b


g()d

性质 3. （区间可加性）设  < c < b，则有∫ b


ƒ ()d =
∫ c


ƒ ()d +
∫ b
c

ƒ ()d

注记 1. 即使 c 不在  和 b 之间，上述性质依然是成立的．

性质 4. ∫ b


1d =
∫ b


d = b − 
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性质 5. 设在区间 [,b] 上 ƒ () ≥ g()，则有∫ b


ƒ ()d ≥
∫ b


g()d.

特别地，如果在区间 [,b] 上 ƒ () ≥ 0，则有∫ b


ƒ ()d ≥ 0.

推论.
∣∣∣∫ b


ƒ ()d

∣∣∣ ≤ ∫ b


∣∣ƒ ()∣∣d．
例 1. 比较下面各组积分的大小．

(1)
∫ 1
0
d 和
∫ 1
0
2 d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . >

(2)
∫ 0
− π

2
sind 和
∫ π

2

0
sind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .<

练习 1. 比较下面各组积分的大小．

(1)
∫ 2
1
d 和
∫ 2
1
2 d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . <

(2)
∫ π

4

0
sind 和
∫ π

4

0
tnd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .<

性质 6. 如果函数 ƒ () 在区间 [,b] 上的最大值和最小值分别为 M 和 m，则有

m(b − ) ≤
∫ b


ƒ ()d ≤ M(b − )

例 2. 估计下面的积分值： ∫ 1
0

e
2
d

解. [1,e]

练习 2. 估计积分
∫ π

2

π
4

sin


d 的值.

答案. 由 ƒ () = sin
 ,  ∈ îπ4 , π2

ó
得

ƒ ′() =
 cos − sin

2
=
cos( − tn)

2
< 0.
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ƒ () 在
î
π
4 , π2

ó
上单调下降, 故  = π

4 为极大点,  =
π
2 为极小点,

M = ƒ
Åπ
4

ã
=
2
p
2

π
, m = ƒ

Åπ
2

ã
=
2

π
.

所以

2

π
· π
4
≤
∫ π

2

π
4

sin


d ≤ 2

p
2

π
· π
4
=⇒ 1

2
≤
∫ π

2

π
4

sin


d ≤

p
2

2

性质 7 (积分中值定理). 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，则在 [,b] 中至少存在一点 ξ，使得∫ b


ƒ ()d = ƒ (ξ)(b − )
注记 2. 上述性质也是说，存在 ξ ∈ [,b]，使得

1

b − 
∫ b


ƒ ()d = ƒ (ξ)

说明连续函数在区间 [,b] 上的平均值是可以取到的．

设 ƒ () 在 [,b] 上连续，则在 [,b] 中至少存在一点 ξ，使得∫ b


ƒ ()d = ƒ (ξ)(b − ).
M

m

y = ƒ ()

 b

ƒ (ξ)

ξ

例 3. 设 ƒ () 可导, 且 lim
→+∞ ƒ () = 1, 求

lim
→+∞

∫ +2


t sin
3

t
ƒ (t)dt.

证明. 由积分中值定理可知，存在 ξ ∈ [, + 2], 使得∫ +2


t sin
3

t
ƒ (t)dt = ξ sin

3

ξ
ƒ (ξ)( + 2 − ).
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于是

lim
→+∞

∫ +2


t sin
3

t
ƒ (t)dt = 2 lim

ξ→+∞ξ sin
3

ξ
ƒ (ξ)

= 2 lim
ξ→+∞3ƒ (ξ) = 6.

1. 定积分的性质

注意估值性质、积分中值定理的应用

2. 典型问题

(1) 估计积分值;

(2) 不计算定积分比较积分大小.

6.3 微积分基本公式

例子. 设某物体作直线运动，已知速度  = (t) 是时 (t) ≥ 0, 求物体在这段时间内所经过

的路程.

变速直线运动中路程为
∫ T2
T1
(t)dt.

另一方面这段路程可表示为

s (T2) − s (T1) =⇒
∫ T2
T1

(t)dt = s (T2) − s (T1) .
其中 s′(t) = (t)

定义 1. 设函数 ƒ () 在 [,b] 上连续，令 () =
∫ 

ƒ (t)dt， ∈ [,b]，称为积分上限的

函数或变上限积分．

定理 1.

′() =
Ç∫ 



ƒ (t)dt

å′
= ƒ ()
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证明. 由导数的定义及积分中值定理易证．

注记 1. 上述定理说明，对于闭区间上的连续函数，它的原函数总是存在的．

定理 2. 对于更一般的变限积分，我们有下面求导公式：(∫ b()
()

ƒ (t)dt

)′
= ƒ (b())b′() − ƒ (())′()

特别地，我们有 Ç∫ 


ƒ (t)dt

å′
= ƒ ()

(∫ b


ƒ (t)dt

)′
= −ƒ ()

证明. 由复合函数求导公式易证．

例 1. 求函数极限．

(1) lim
→0

∫ sin
0

et dt


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1

(2) lim
→0

∫ 
0
(et − 1)dt

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

2

练习 1. 求函数极限．

(1) lim
→0

∫ 
0
cos2 t dt


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

(2) lim
→0

∫ 0

rctn t dt

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . − 1

2

例 2. 设 ƒ () 在 (−∞,+∞) 内连续, 且 ƒ () > 0. 证明函数 F() =
∫ 
0
tƒ (t)dt∫ 

0
ƒ (t)dt

在 (0,+∞) 上

是单调递增函数.
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证明. 易知

F′() =
ƒ ()
∫ 
0
ƒ (t)dt − ƒ ()∫ 

0
tƒ (t)dtÄ∫ 

0
ƒ (t)dt

ä2
=
ƒ ()
∫ 
0
( − t)ƒ (t)dtÄ∫ 

0
ƒ (t)dt

ä2 > 0

故 F() 在 (0,+∞) 上是单调递增函数.

例 3. 设 ƒ () 在 [0,1] 上连续, 且 ƒ () < 1. 证明

2 −
∫ 
0

ƒ (t)dt = 1

在 [0,1] 上只有一个解.

证明. 令 F() = 2 − ∫ 
0
ƒ (t)dt − 1, 则

F(0) = −1 < 0, F(1) = 1 −
∫ 1
0

ƒ (t)dt =
∫ 1
0

[1 − ƒ (t)] dt > 0.

故方程有解．又

F′() = 2 − ƒ () > 0,

故 F() 在 [0,1] 上单调递增，仅有一解．

定理 3 (原函存在定理). 如果函数 ƒ () 在 [,b] 上连续，则函数

() =
∫ 


ƒ (t)dt

就是 ƒ () 在 [,b] 上的一个原函数．

注记 (原函数存在定理的意义). 1. 肯定了连续函数的原函数是存在的.

2. 初步揭示了积分学中的定积分与原函数之间的联系.

定理 4 (微积分基本公式). 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，且 F() 是 ƒ () 的一个原函数，则有∫ b


ƒ ()d = F(b) − F()
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证明. 已知 F() 是 ƒ () 的一个原函数, 又 () =
∫ 

ƒ (t)dt 也是 ƒ () 的一个原函数, 所以

F() − () = C, ∈ [,b].

令  =  可得 F() − () = C，又 () = 0, 故 F() = C, 所以∫ b


d = (b) = F(b) − C = F(b) − F().

若记 [F()]b

= F(b) − F()，则∫ b



ƒ ()d = F(b) − F()
又可表示为 ∫ b



ƒ ()d = [F()]b


它称为微积分基本公式或牛顿－莱布尼茨公式．

当  > b 时，
∫ b

ƒ ()d = F(b) − F() 仍成立.

微积分基本公式表明:

一个连续函数在区间 [,b] 上的定积分等于它的任意一个原函数在区间 [,b] 上的增量.

牛顿--莱布尼茨公式架起了微分学与积分学之间的桥梁，将求定积分问题转化为求原函数的问

题.

例 4. 求下列定积分．

(1)
∫ 1
0
2 d .

(2) 设 ƒ () =

®
2,0 ≤  ≤ 1
5,1 <  ≤ 2 , 求

∫ 2
0
ƒ ()d.

解. (1)
1

3
, (2) 6.

练习 2. 求下列定积分．
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(1)
∫ 1
0
e d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e − 1

(2)
∫ π

2

0
cosd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1

(3)
∫ 2
−1 |2|d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5

(4)
∫ −1
−2

1


d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .− ln 2

本节主要内容

1. 积分上限函数 () =
∫ 

ƒ (t)dt

2. 积分上限函数的导数 ′() = ƒ ()

3. 微积分基本公式
∫ b

ƒ ()d = F(b) − F()

牛顿--莱布尼茨公式架起了微分学与积分学之间的桥梁.

6.4 定积分的换元积分法

定理. 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，函数  = ϕ(t) 满足：

(1) ϕ(α) = , ϕ(β) = b;

(2) ϕ(t) 在 [α,β] 或 [β,α] 上具有连续导数且值域为 [,b], 则有∫ b


ƒ ()d =
∫ β
α

ƒ [ϕ(t)]ϕ′(t)dt. (*)

公式 (*) 被称为定积分的换元公式.

注：换元公式对  > b 也适用.
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证明. 设 F() 是 ƒ () 的一个原函数，即∫
ƒ ()d = F() + C

则 ∫
ƒ [ϕ(t)]ϕ′(t)dt = F[ϕ(t)] + C,

于是 ∫ b


ƒ ()d = F(b) − F()

= F[ϕ(β)] − F[ϕ(α)]

=
∫ β
α

ƒ [ϕ(t)]ϕ′(t)dt

例 1. 计算
∫ 
0

√
2 − 2 d.

解. 令  =  sin t, 则 d =  cos t dt, 且当  = 0 时, t = 0, 当  =  时 , t = π
2 , 所以∫ 

0

√
2 − 2 d =

∫ π
2

0

 cos t ·  cos t dt

=
2

2

∫ π
2

0

(1 + cos2t)dt

=
2

2

ñ
t +

1

2
sin2t

ô π
2

0

=
π

4
2.

例 2. 计算
∫ π

2

0
cos5  sind.

解. 令 t = cos, 则 dt = − sind,
 =

π

2
⇒ t = 0,  = 0⇒ t = 1,

于是 ∫ π
2

0

cos5  sind = −
∫ 0
1

t5dt =
t6

6

∣∣∣∣∣
1

0

=
1

6
.
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解.
∫ π

2

0

cos5  sind = −
∫ π

2

0

cos5 d(cos) =

ñ
− 1
6
cos6 

ô π
2

0

=
1

6
.

应用换元公式时应注意:

(1) 用  = ϕ(t) 把变量  换成新变量时，积分限也相应的改变.

(2) 求出 ƒ [ϕ(t)]ϕ′(t) 的一个原函数 (t) 后，不必象计算不定积分那样再要把 (t) 变换

成原变量  的函数，而只要把新变量的上、下限分别代入 (t) 然后相减就行了.

(3) 用第一类换元法即奏微分法解定积分时可以不换元，当然也就不存在换上下限的问题了.

例 3. 计算
∫ π
0

√
sin3  − sin5  d

解. 由条件可得：∫ π
0

»
sin3  − sin5  d =

∫ π
0

sin
3
2 | cos|d

=
∫ π

2

0

sin
3
2  cos d −

∫ π
π
2

sin
3
2  cos d

=
∫ π

2

0

sin
3
2  d(sin) −

∫ π
π
2

sin
3
2  d(sin)

=

ñ
2

5
sin

5
2 

ô π
2

0

−
ñ
2

5
sin

5
2 

ôπ
π
2

=
2

5
−
Ç
− 2
5

å
=
4

5
.

例 4. 计算
∫ e 3

4p
e

d


p

ln(1−ln)

解. 由条件知：

原式 =
∫ e 3

4

p
e

d(ln)√
ln(1 − ln) =

∫ e 3
4

p
e

d(ln)p
ln

√
(1 − ln)

= 2
∫ e 3

4

p
e

d
p
ln»

1 − (pln)2
= 2[rcsin(

√
ln)]

3
4p
e =

π

6
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例 5. 计算
∫ 
0

1

+
p

2−2 d. ( > 0)

解. 令  =  sin t,d =  cos t dt, 于是

 = ⇒ t =
π

2
,  = 0⇒ t = 0.

原式 =
∫ π

2

0

 cos t

 sin t +
√
2
Ä
1 − sin2 t

ädt
=
∫ π

2

0

cos t

sin t + cos t
dt =

1

2

∫ π
2

0

Ç
1 +

cos t − sin t
sin t + cos t

å
dt

=
1

2
· π
2
+
1

2
[ ln | sin t + cos t|] π

2
0 =

π

4

应用换元公式时应注意:

(1) 用换元法解题时，要注意看换元积分公式的内容;

考察
∫ 1
−1

1
1+2 d, 令  = 1

t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (×)

(2) 对分段函数和含绝对值号的积分，计算时必须分区间进行;

(3) 对被积函数进行适当变形时, 要注意符号问题．

定理. (1) 若 ƒ () 为奇函数，则
∫ 
−
ƒ ()d = 0.

(2) 若 ƒ () 为偶函数，则
∫ 
−
ƒ ()d = 2
∫ 
0

ƒ ()d.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

证明. (1)
∫ 
− ƒ ()d =
∫ 0
− ƒ ()d +
∫ 
0
ƒ ()d．

而
∫ 0
− ƒ ()d = −

∫ 0

ƒ (−t)dt（令 t = −）

=
∫ 0

ƒ (t)dt = −∫ 

0
ƒ ()d

从而
∫ 
− ƒ ()d = −

∫ 
0
ƒ ()d +
∫ 
0
ƒ ()d = 0.

(2) 同理可得．
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例 6. 求下列定积分：

(1)
∫ 1
−1 

3 d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0

(2)
∫ 1
−1( + 1)3 d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4

例 7. 证明
∫ 2π
0

sin3 d = 0．

例 8. 计算
∫ 1
−1

22 +  cos

1 +
√
1 − 2 d.

解. 易知

原式 =
∫ 1
−1

22

1 +
√
1 − 2 d +
∫ 1
−1

 cos

1 +
√
1 − 2d

= 4
∫ 1
0

2

1 +
√
1 − 2 d = 4

∫ 1
0

2
Ä
1 −√1 − 2ä
1 − (1 − 2) d

= 4
∫ 1
0

Ä
1 −√1 − 2äd

= 4 − 4
∫ 1
0

√
1 − 2 d (圆的面积)

= 4 − π
例 9. ƒ () 在 (−∞,+∞) 上连续，以 T 为周期, 则∫ +T



ƒ ()d =
∫ T
0

ƒ ()d. ( 为任意实数)

解. 由条件易知 ∫ +T


ƒ ()d =
∫ 0


ƒ ()d +
∫ T
0

ƒ ()d +
∫ +T
T

ƒ ()d∫ +T
T

ƒ ()d =
∫ 
0

ƒ (T + t)dt =
∫ 
0

ƒ (t)dt

∴
∫ +T


ƒ ()d =
∫ 0


ƒ ()d +
∫ T
0

ƒ ()d +
∫ 
0

ƒ ()d

=
∫ T
0

ƒ ()d.
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例 10. 若 ƒ () 在 [0,1] 上连续, 证明：

(1)
∫ π

2

0
ƒ (sin)d =

∫ π
2

0
ƒ (cos)d;

(2)
∫ π
0
ƒ (sin)d = π

2

∫ π
0
ƒ (sin)d.

证明. (1) 令  = π
2 − t, 则∫ π

2

0

ƒ (sin)d =
∫ 0

π
2

ƒ (sin(
π

2
− t))(−dt)

= −
∫ π

2

0

ƒ (cos t)(−dt) =
∫ π

2

0

ƒ (cos)d

我们立即可得 ∫ π
2

0

sinn  d =
∫ π

2

0

cosn  d

(2) 令  = π − t, 则∫ π
0

ƒ (sin)d =
∫ 0
π

(π − t)ƒ [sin(π − t)](−dt)

= −
∫ π
0

(π − t)ƒ (sin t)(−dt)

=
∫ π
0

(π − )ƒ (sin)d

= π
∫ π
0

ƒ (sin)d −
∫ π
0

ƒ (sin)d

从而 ∫ π
0

ƒ (sin)d =
π

2

∫ π
0

ƒ (sin)d
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利用上述结论, 我们有∫ π
0

 sin

1 + cos2 
d =

π

2

∫ π
0

sin

1 + cos2 
d = − π

2

∫ π
0

d(cos)

1 + cos2 

= − π
2
[rctn(cos)]π

0

= − π
2
[rctn(−1) − rctn1] = π2

4
.

定积分的换元法 ∫ b


ƒ ()d =
∫ β
α

ƒ [ϕ(t)]ϕ′(t)dt

奇偶函数、周期函数的几个等式．

6.5 定积分的分部积分法

设函数 () 、() 在区间 [,b] 上具有连续导数，则有.

∫ b


d = []b

−
∫ b


 d

证明. 易知 ()′ = ′ + ′, 于是∫ b


()′ d = []b


即

[]b

=
∫ b


′d +
∫ b


′ d

从而 ∫ b


d = []b

−
∫ b


 d.

例 1. 求下列定积分．
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(1)
∫ 5
1
lnd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 ln5 − 4

(2)
∫ 1
0
e d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1

练习 1. 求下列定积分．

(1)
∫ 1
0
rctnd. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

π

4
− 1

2
ln2

(2)
∫ π

2

0
 sind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1

(3)
∫ 4
0
e
p
 d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2e2 + 2

例 2. 证明定积分公式

n =
∫ π

2

0

sinn  d

(
=
∫ π

2

0

cosn  d

)

=


n − 1
n
· n − 3
n − 2 · · · · ·

3

4
· 1
2
· π
2

, n 为正偶数

n − 1
n
· n − 3
n − 2 · · · · · ·

4

5
· 2
3

, n 为大于1 的正奇数

Hint: 递推公式

证明. 由分部积分公式可得

n =
∫
sinn−1 d(− cos)

=
î− sinn−1  cos

ó π
2

0
+ (n − 1)
∫ π

2

0

sinn−2  cos2  d

= (n − 1)
∫ π

2

0

sinn−2 d − (n − 1)
∫ π

2

0

sinn d

= (n − 1)n−2 − (n − 1)n
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于是 n =
n−1
n n−2，易得

2m =
2m − 1
2m

· 2m − 3
2m − 2 · · · · ·

3

4
· 1
2

∫ π
2

0

d

2m+1 =
2m

2m + 1
· 2m − 2
2m − 1 · · ·

6

7
· 4
5
· 2
3

∫ π
2

0

sind


=⇒结论

例 3. 计算
∫ π

4

0

d

1 + cos2
.

解. 因为 1 + cos2 = 2cos2 ，故∫ π
4

0

 d

1 + cos2
=
∫ π

4

0

 d

2cos2 
=
∫ π

4

0



2
d(tn)

=
1

2
[ tn]

π
4
0 −

1

2

∫ π
4

0

tn d

=
π

8
− 1

2
[ ln cos]

π
4
0 =

π

8
− ln 2

4

例 4. 计算
∫ 1
0

ln(1 + )

(2 + )2
d.

解. 由分部积分可得：∫ 1
0

ln(1 + )

(2 + )2
d = −
∫ 1
0

ln(1 + )d

Ç
1

2 + 

å
= −

ñ
ln(1 + )

2 + 

ô1
0

+
∫ 1
0

1

2 + 
d (ln(1 + ))

= − ln 2
3
+
∫ 1
0

1

2 + 
· 1

1 + 
d

= − ln 2
3
+ [ ln(1 + ) − ln(2 + )]1

0

=
5

3
ln2 − ln 3.

例 5. 设 ƒ () =
∫ 2
1

sin t

t
dt，求
∫ 1
0

ƒ ()d．
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解. 由分部积分可得∫ 1
0

ƒ ()d =
1

2

[
2ƒ ()

] ∣∣∣1
0
− 1

2

∫ 1
0

2ƒ ′()d

= − 1
2

∫ 1
0

2 sin2 d = − 1
2

∫ 1
0

sin2 d(2)

=
1

2

[
cos2

]1
0
=
1

2
(cos1 − 1)

设函数 () 、() 在区间 [,b] 上具有连续导数，则有.

∫ b


d = []b

−
∫ b


 d

思考. 已知 ƒ () 在 [0,1] 上有连续的二阶导数，而且 ƒ (0) = 1，ƒ (2) = 3，ƒ ′(2) = 5．求∫ 1
0
ƒ ′′(2)d．

解. 由分部积分公式易得∫ 1
0

ƒ ′′(2)d =
1

2

∫ 1
0

 dƒ ′(2)

=
1

2
[ƒ ′(2)]1

0
− 1

2

∫ 1
0

ƒ ′(2)d

=
1

2
ƒ ′(2) − 1

4
[ƒ (2)]1

0

=
5

2
− 1

4
[ƒ (2) − ƒ (0)] = 2

练习 2. 求下列定积分：

(1)
∫ 1
0
e− d; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 − 2

e

(2)
∫ e
1
 lnd. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

4
− e

4

(3) 求定积分
∫ π

2

0
e sind． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

2
(1 + e

π
2 )
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6.6 反常积分和  函数

反常积分有两种类型：

1. 无限区间上的积分：无穷限的反常积分

2. 对无界函数的积分：无界函数的反常积分

6.6.1 无限区间上的反常积分

定义 1. 设函数 ƒ () 在 [,+∞) 上连续, 如果

lim
b→+∞

∫ b


ƒ ()d (b > )

存在, 就称此极限为 ƒ () 在区间 [,+∞) 上的反常积分, 记作∫ +∞


ƒ ()d = lim
b→+∞

∫ b


ƒ ()d

这时也称反常积分
∫ +∞


ƒ ()d收敛. 如果上述极限不存在，就称反常积分
∫ +∞


ƒ ()d发散.

定义 2. 设函数 ƒ () 在 (−∞,b] 上连续, 如果

lim
→−∞

∫ b


ƒ ()d (b > )

存在, 就称此极限为 ƒ () 在区间 (−∞,b] 上的反常积分, 记作∫ b
−∞

ƒ ()d = lim
→−∞

∫ b


ƒ ()d

这时也称反常积分
∫ b
−∞ ƒ ()d 收敛，如果上述极限不存在，就称反常积分

∫ b
−∞ ƒ ()d 发散.

定义 3. 设函数 ƒ () 在 (−∞,+∞) 上连续, 如果反常积分∫ 0
−∞

ƒ ()d 和
∫ +∞
0

ƒ ()d

都收敛，则称反常积分
∫ +∞
−∞ ƒ ()d 收敛. 上述两个反常积分之和为 ƒ () 在 (−∞,∞) 上的
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反常积分，即 ∫ +∞
−∞

ƒ ()d =
∫ 0
−∞

ƒ ()d +
∫ +∞
0

ƒ ()d

= lim
→−∞

∫ 0


ƒ ()d + lim
b→+∞

∫ b
0

ƒ ()d

否则称反常积分
∫ +∞
−∞ ƒ ()d 发散.

例 1. 求反常积分

(1)
∫ +∞
0

e− d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1

(2)
∫ +∞
1

d

p
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p ≤ 1 发散; p > 1 时收敛于

1

p − 1
练习 1. 求反常积分

(1)
∫ +∞
0

e− d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

例 2. 计算
∫ 0
−∞

sind. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .发散

例 3. 计算
∫ +∞
−∞

sind.

解 (错误解法). ：因为

lim
→+∞

∫ 
−
sind = lim

→+∞(cos − cos(−)) = 0,

故 ∫ +∞
−∞

sind = 0. (x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

解 (正确做法). 因为
∫ 0
−∞ sind 发散，故

∫ +∞
−∞ sind 发散.

严格按照定义计算反常积分.
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例 4. 计算
∫ +∞
−∞



1 + 2
d.

解 (错误解法). 由条件可得：∫ +∞
−∞



1 + 2
d =
∫ 0
−∞



1 + 2
d +
∫ +∞
0



1 + 2
d

= lim
→−∞

∫ 0




1 + 2
d + lim

b→+∞

∫ b
0



1 + 2
d

=
1

2
lim
→−∞ ln

(
1 + 2

)
+
1

2
lim
b→+∞ ln

(
1 + b2

)
=∞ +∞

=∞

第一步的等号默认了收敛性，故该方法为错误做法．

解 (正确做法). 因为
∫ 0
−∞



1 + 2
d 发散，故
∫ +∞
−∞



1 + 2
d 发散.

反常积分收敛还是发散严格按照定义判断.

例 5. 计算
∫ +∞
2

1

2 +  − 2 d.

解 (错误解法). 由条件可得：∫ +∞
2

1

2 +  − 2 d

= 6=1
3

[
lim
b→+∞

∫ b
2

1

 − 1 d − lim
b→+∞

∫ b
2

1

 + 2
d

]

=
1

3

ï
lim
b→+∞ ln |b − 1| − lim

b→+∞(ln |b + 2| − ln 4)
ò

因为 lim
b→+∞ ln |b − 1| 不存在，故

∫ +∞
2

1
2+−2 d 发散.
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第一个等号不成立！！

解 (正确做法).

∫ +∞
2

1

2 +  − 2d = lim
b→+∞

∫ b
2

1

2 +  − 2d

=
1

3
lim
b→+∞

[∫ b
2

1

 − 1d −
∫ b
2

1

 + 1
d

]

=
1

3
lim
b→+∞[ ln |b − 1| − (ln |b + 2| − ln 4)]

=
1

3
lim
b→+∞

ñ
ln
|b − 1|
|b + 2| + ln 4

ô
=
1

3
ln4.

例 6. 求反常积分
∫ +∞
−∞

d

1 + 2
．

解. π

6.6.2 无界函数的反常积分

定义 4. 设函数 ƒ ()在 (,b] 上连续，且 lim
→+ ƒ () =∞,如果极限 lim

ϵ→0+
∫ b
+ϵ

ƒ ()d(ϵ > 0)

存在, 就称此极限为无界函数 ƒ () 在区间 (,b] 上的反常积分, 记作∫ b


ƒ ()d = lim
ϵ→0+

∫ b
+ϵ

ƒ ()d

这时也称反常积分
∫ b

ƒ ()d 收敛, 如果上述极限不存在, 就称反常积分

∫ b

ƒ ()d发散.

定义 5. 设函数 ƒ ()在 [,b)上连续，且 lim
→b− ƒ () =∞,如果极限 lim

ϵ→0+
∫ b−ϵ


ƒ ()d(ϵ > 0)

存在, 就定义反常积分 ∫ b


ƒ ()d = lim
ϵ→0+

∫ b−ϵ


ƒ ()d

否则称反常积分
∫ b

ƒ ()d 发散.

定义 6. 设函数 ƒ () 在 [,b] 上除  = c( < c < b) 外连续 , 且 lim
→c ƒ () =∞, 如果两个

反常积分 ∫ c


ƒ ()d 和
∫ b
c

ƒ ()d
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都收敛, 就定义反常积分∫ b


ƒ ()d =
∫ c


ƒ ()d +
∫ b
c

ƒ ()d

= lim
ϵ→0+

∫ c−ϵ


ƒ ()d + lim
ϵ′→0+

∫ b
c+ϵ′

ƒ ()d,

否则称反常积分
∫ b

ƒ ()d 发散.

例 7. 求反常积分

(1)
∫ 1
0
lnd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .−1

(2)
∫ 1
0

d

p
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p ≥ 1 发散，p < 1 时收敛于

1

1 − p

练习 2. 求反常积分
∫ 1
0

dp
1 − ． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2.

6.6.3  函数

定义 7. (r) =
∫ +∞
0

r−1e− d (r > 0) 为  函数．

性质 1.  函数有如下公式

1. (1) = 1

2. (r + 1) = r(r)⇒ (n + 1) = n!

3. 余元公式 (r)(1 − r) = π

sin(πr)
(0 < r < 1).

4. ( 12 ) =
p
π

定义 8. 对任何实数  > −1，定义其阶乘为
! = ( + 1).

例 8. (1) 求 (4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3! = 6
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(2) 求 ( 52 ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3

4

p
π

练习 3. 求
( 72 )

( 12 )
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

15

8

反常积分的定义及计算

注意

1. 与定积分的区别与联系;

2. 有时题目可能含两类反常积分，要会处理

如

∫ +∞
0

d

2
=
∫ c
0

d

2
+
∫ +∞
c

d

2

3. 换元法中，反常积分化成常义积分就按照常义积分做，但仍要注意判断有无无穷间断点．

6.7 定积分的几何应用

6.7.1 定积分的元素法

例子. 计算由曲线 y = ƒ (), 直线  = ,  = b, 和  轴所围成的曲边梯形的面积 S．

 b1 n−1−1 ξ 
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S =
∑


ΔS ≈
∑


ƒ (ξ)Δ ⇒ S = lim
Δ→0
∑


ƒ (ξ)Δ =
∫ b


ƒ ()d

面积表示为定积分的步骤如下

1. 分割区间：把区间 [,b] 分成 n 个长度为 Δ 的小区间, 相应的曲边梯形被分为 n 个

小曲边梯形，若记第  个小曲边梯形的面积为 ΔS, 则 S =
∑n

=1
ΔS.

2. 求近似值：计算 ΔS 的近似值 ΔS ≈ ƒ (ξ)Δ, ξ ∈ Δ.

3. 求和：得 S 的近似值 S ≈ n∑
=1

ƒ (ξ)Δ.

4. 取极限：得 S 的精确值

S = lim
Δ→0

n∑
=1

ƒ (ξ)Δ =
∫ b


ƒ ()d

 b  + Δ

1. 在区间 [,b] 上任取一点  及增量 Δ

2. 计算面积的增量 ΔS 的近似值 ΔS ≈ ƒ ()Δ =⇒ dS = ƒ ()d

3. 两边积分得面积

S =
∫ b


ƒ ()d

当所求量 U(面积、体积等) 符合下列条件:

1. U 是与一个变量  的变化区间 [,b] 有关的量;
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2. U 对于区间 [,b] 具有可加性，就是说，如果把区间 [,b] 分成许多部分区间，则 U

相应地分成许多部分量，而 U 等于所有部分量之和;

3. 部分量 ΔU 的近似值可表示为 ƒ (ξ)Δ 的形式, 就可以考虑用定积分来表达这个量 U

元素法的一般步骤：

1. 根据问题的具体情况，选取一个变量例如  为积分变量，并确定它的变化区间 [,b];

2. 设想把区间 [,b] 分成 n 个小区间，取其中任一小区间并记为 [, + d] ，求出相

应于这小区间的部分量 ΔU 的近似值. 如果 ΔU 能近似地表示为 [,b] 上的一个连续

函数在  处的值 ƒ () 与 d 的乘积，就把 ƒ ()d 称为量 U 的元素且记作 dU, 即

dU = ƒ ()d;

3. 以所求量 U的元素 ƒ ()d为被积表达式，在区间 [,b] 上作定积分，得 U =
∫ b

ƒ ()d,

即为所求量 U 的积分表达式.

注记 (应用). 平面图形的面积、体积、经济应用等．

6.7.2 平面图形的面积

1. 由曲线 y = ƒ (),  轴，直线  =  以及直线  = b 所围成的曲边梯形的面积为

S =
∫ b


|ƒ ()|d

2. 由 y = ƒ1(),y = ƒ2(),  = , = b 所围成的平面图形的面积为

S =
∫ b


|ƒ2() − ƒ1()|d

1. 画出曲线草图

2. 确定积分区间 ⇐= 从曲线交点得到
3. 确定被积函数 ⇐= 从曲线方程得到
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• 取代表元：取其中任一小区间并记为 [, + d]，求出相应于这小区间的部分量

ΔA 的近似值，记作 dA；

• 写出面积表达式

4. 计算积分结果

例 1. 求由直线 y =  + 1,  轴， = −2 和
 = 2 所围成的图形的面积． 

y



y

解. S = 5

练习 1. 求由曲线 y = 1 − 2 与  轴所围成的图形的面积．

解.
4

3

例 2. 计算由两条抛物线 y2 =  和 y = 2 所

围成的图形的面积.



y

解. 两曲线的交点为 (0,0),(1,1), 选  为积分变量, 则  ∈ [0,1]

面积元素

dA =
Äp

 − 2äd
于是

A =
∫ 1
0

Äp
 − 2äd = ñ2

3


3
2 − 3

3

ô1
0

=
1

3
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练习 2. 求由抛物线 y2 =  和 y2 = 2 −  所围成的图形的面积．
练习 3. 求由抛物线 y2 =  和直线  = 4 所围成的图形的面积．

答案.
8

3
,
32

3

问题. 积分变量是否只能选择 ?



y

c

d
 = ϕ(y)



y

d

c
 = ϕ2(y)

 = ϕ1(y)



y

c

d
 = ϕ(y)



y

d

c
 = ϕ2(y)

 = ϕ1(y)

1. 由曲线  = ϕ(y), y 轴，直线 y = c 以及直线 y = d 所围成的曲边梯形的面积为

S =
∫ d
c

|ϕ(y)|dy

2. 由曲线  = ϕ1(y),  = ϕ2(y)，直线 y = c 以及直线 y = d 所围成的图形的面积为

S =
∫ d
c

|ϕ1(y) − ϕ2(y)|dy

例 3. 计算由曲线 y2 = 2 和直线 y =  − 4 所围成的
图形的面积．



y

解. 先求两曲线的交点： {
y2 = 2

y =  − 4 =⇒ (2,−2), (8,4)
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选 y 为积分变量, 则 y ∈ [−2,4]

dA =

Ç
y + 4 − y2

2

å
dy =⇒ A =
∫ 4
−2
dA = 18.

例 4. 求椭圆
2

2
+
y2

b2
= 1 的面积． 

y

解. 椭圆的参数方程

{
 =  cos t

y = b sin t
, 由对称性知总面积等于 4 倍第一象限部分面积.

A = 4
∫ 
0

yd = 4
∫ 0

π
2

b sin t d( cos t)

= 4b
∫ π

2

0

sin2 t dt = πb.

6.7.3 旋转体的体积

由一个平面图形绕着平面内一条直线旋转一周而成的立体叫旋转体．这直线叫做旋转轴．

=⇒
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=⇒

=⇒

由曲线 y = ƒ ()，直线  = ,  = b 及  轴所围成的平面图形，绕  轴旋转而成的旋转体

的体积是

V =
∫ b


πy2 d = π
∫ b


[ƒ ()]2 d

y



例 5. 求椭圆 2

2 +
y2

b2 = 1 绕  轴旋转所得的旋转体的体积．

解. 此旋转椭球体可以看成上半椭圆 y = b


√
2 − 2 与  轴 (y = 0) 所围图形绕  轴旋转



6.7 定积分的几何应用 35

而成, 则所求体积为

V =
∫ 
−
π

Ç
b



√
2 − 2

å2

d

=
πb2

2

∫ 
−

(
2 − 2)d

=
πb2

2

ñ
2 − 3

3

ô
−

=
4

3
πb2

练习 4. 求由 y = ， = , 及  轴所成的平面图形，绕  轴旋转所得的旋转体的体积．

答案.
π3

3
.

由曲线  = ϕ(y)，直线 y = c, y = d 及 y 轴所围

成的平面图形，绕 y 轴旋转而成的旋转体的体积是

Vy =
∫ d
c

π2 dy = π
∫ d
c

[ϕ(y)]2 dy



y

例 6. 求由  = 0, y = 0, y =
cos

Ä
0 ⩽  ⩽ π

2

ä
所围平面图形绕 y 轴

旋转的旋转体的体积.


y
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解. 因 y = cos 的反函数为  = rccosy, 则所求体积为

V = π
∫ 1
0

(rccosy)2 dy = −π
∫ π

2

0

t2 d(cos t) ( 令t = rccosy)

=
[−πt2 cos t] π2

0
+ 2π
∫ π

2

0

t cos t dt = 2π
∫ π

2

0

t d(sin t)

= [2πt sin t]
π
2
0 − 2π
∫ π

2

0

sin t dt = π2 + [2π cos t]
π
2 = π2 − 2π.

注记. 如果旋转体是由连续曲线 y = ƒ () 、直线  = , = b 以及  轴所围成的曲边梯形绕

y 轴旋转一周而成的立体，体积为

Vy = 2π
∫ b


|ƒ ()|d

利用这个公式，可知上例中

V = 2π
∫ π

2

0

| cos|d = 2π
∫ π

2

0

 d(sin)

= [2π sin]
π
2
0 − 2π
∫ π

2

0

sin d

= π2 + [2π cos]
π
2
0 = π2 − 2π.

练习 5. 求由曲线 y =
p
，直线  = 1,

 = 4 以及  轴所围成的平面图形，绕 

轴旋转而成的旋转体的体积．



y

解.
15π

2
.
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6.7.4 平行截面面积已知的立体的体积

如果一个立体不是旋转体，但却知道该立体上垂直于一定轴的各个截面面积，那么，这个立体

的体积也可用定积分来计算.

A() 表示过点  且垂直于  轴的截面面积，A() 为  的己知连续函数, 则

dV = A()d,=⇒ V =
∫ b


A()d.

例 7. 一平面经过半径为 R 的圆柱体的底圆中心，并与

底面交成角 α，计算这平面截圆柱体所得立体的体积．



y

O
α
α

解. 如图建立坐标系，则底圆方程为

2 + y2 = R2

易知，垂直于  轴的截面为直角三角形，其面积为

A() =
1

2

(
R2 − 2) tnα,

于是，立体的体积为

V =
1

2

∫ R
−R

(
R2 − 2) tnα d = 2

3
R3 tnα.

1. 定积分的元素法：U =
∫ b

ƒ ()d.

2. 平面图形的面积：

• S =
∫ b

|ƒ2() − ƒ1()|d

• S =
∫ b

|ϕ1(y) − ϕ2(y)|dy

3. 旋转体体积

• V =
∫ b

πy2 d = π
∫ b

[ƒ ()]2 d

• Vy =
∫ d
c
π2 dy = π
∫ d
c
[ϕ(y)]2 dy

4. 平行截面面积已知的立体的体积:V =
∫ b

A()d
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6.8 定积分的经济应用

6.8.1 由边际函数求原函数

例 1. 已知边际成本为 C′() = 7 + 25p
 , 固定成本为 1000, 求总成本函数.

解. 由条件易知

C() = C(0) +
∫ 
0

C′()d

= 1000 +
∫ 
0

Ç
7 +

25p


å
d

= 1000 + [7 + 50
p
]

0

= 1000 + 7 + 50
p


6.8.2 由变化率求总量

例 2. 某工厂生产某商品在时刻 t 的总产量的变化率为 ′(t) = 100 + 12t (单位小时）. 求

t = 2 到 t = 4 这两小时的总产量.

解. 由条件易知

Q =
∫ 4
2

′(t)dt

=
∫ 4
2

(100 + 12t)dt

=
[
100 + 6t2

]4
2
= 272.

6.8.3 收益流的现值和将来值

1. 收益流: 收益若是连续地获得，则收益被看作是一种随时间连续变化的收益流．

2. 收益流量: 收益流对时间的变化率．

3. 收益流将来值: 将收益流存入银行并加上利息之后的存款值．
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4. 收益流现值: 收益流的现值是这样一笔款项，若将它存入银行，将来从收益流中获得的总

收益，与包括利息在内的银行存款值有相同的价值．

若有一笔收益流的收益流量为 p(t) (元/年) 考虑从现在开始 (t = 0) 到 T 年后这一时间段的

将来值和现值. (以连续复利率计息)

分析在区间 [0,T] 内任取一小区间 [t, t+ dt],在 [t, t+ dt] 内所获得的金额近似为 p(t)dt,

从 t = 0 开始, p(t)dt 这一金额是在 t 年后的将来获得, 从而在 [t, t + dt] 内

收益现值 ≈ [p(t)dt]e−rt = p(t)e−rt dt

总现值 =
∫ T
0
p(t)e−rtdt.

对于将来值 ,p(t)dt 在 T − t 年后获得利息从而在 [t, t + dt] 内

收益流的将来值 ≈ [p(t)dt]er(T−t) = p(t)er(T−t)dt

故，总的将来值 =
∫ T
0
p(t)er(T−t)dt.

例 3. 假设以年连续复利率 0.1 计息, 求收益流量为 100 元/年的收益流在 20 年内的现值和

将来值.

解. 由条件可得

现值 =
∫ 20
0

100e−0.1tdt

= 1000
(
1 − e−2)

≈ 864.66

将来值 =
∫ 20
0

100e0.1(20−t)dt

= 1000e2
(
1 − e−2)

≈ 6389.06

1. 由边际函数求原函数

2. 由变化率求总量

3. 收益流的现值和将来值
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