
目录

第九章 二重积分 3

9.1 二重积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

9.1.1 二重积分的概念和性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

9.1.2 小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

9.2 二重积分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

9.2.1 用直角坐标计算二重积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

9.2.2 用极坐标计算二重积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1



2 目录



3



4 第九章 二重积分

第九章 二重积分

9.1 二重积分

9.1.1 二重积分的概念和性质



y

z

DΔσ
(ξ,η)

ƒ (ξ,η)
z = ƒ (,y)

V ≈ ƒ (ξ,η)Δσ



y

z

D

z = ƒ (,y)

V ≈ n∑
=1

ƒ (ξ,η)Δσ
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定义二重积分

∫∫
D

ƒ (, y)dσ = lim
λ→0

n∑
=1

ƒ (ξ,η)Δσ



y

D

(ξ,η)
Δσ

• D 是有界闭区域

• ƒ (,y) 定义在 D 上

• 任意划分 D =
∪

D

• 任取点 (ξ,η) ∈ D

定义二重积分

∫∫
D

ƒ (, y)dσ = lim
λ→0

n∑
=1

ƒ (ξ,η)Δσ

定义 1. 设 ƒ (,y) 是有界闭区域 D 上的有界函数. 将闭区域 D 任意分成 n 个小闭区域

Δσ1,Δσ2, · · · ,Δσn,

其中 Δσ 表示第  个小闭区域, 也表示它的面积. 在每个 Δσ 上任取一点 (ξ, , η), 作乘积

ƒ (ξ,η)Δσ( = 1,2, · · · ,n), 并作和 ∑n
=1

ƒ (ξ,η)Δσ. 如果当各小闭区域的直径中的最大

值 λ 趋于零时, 和的极限总存在, 则称此极限为函数 ƒ (,y) 在闭区域 D 上的二重积分, 记作∫∫
D ƒ (,y)dσ, 即 ∫∫

D

ƒ (,y)dσ = lim
λ→0

n∑
=1

ƒ (ξ,η)Δσ
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在二重积分的记号
∫∫
D

ƒ (,y)dσ 中：

• D 称为积分区域

• ƒ (,y) 称为被积函数

• dσ 称为面积元素

定理. 若 ƒ (,y) 在有界闭区域 D 上连续，则二重积分
∫∫
D

ƒ (,y)dσ 存在．

1. 对二重积分定义的说明：

• 在二重积分的定义中, 对闭区域的划分是任意的.

• 当 ƒ (,y) 在闭区域上连续时，定义中和式的极限必存在, 即二重积分必存在.

2. 二重积分的几何意义:

• 当被积函数大于零时，二重积分是柱体的体积.

• 当被积函数小于零时，二重积分是柱体的体积的负值.

在直角坐标系下用平行于坐标轴的直线网来划分区域 D, 则面积元素为

dσ = ddy

故二重积分可写为
∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫∫
D

ƒ (,y)d dy

性质 1 (函数可加性).∫∫
D

[
ƒ (,y) + bg(,y)

]
dσ

= 
∫∫
D

ƒ (,y)dσ + b
∫∫
D

g(,y)dσ

性质 2 (区域可加性). 设积分区域 D 可以划分为 D1 和 D2，则有∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫∫
D1

ƒ (,y)dσ +
∫∫
D2

ƒ (,y)dσ
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性质 3. 如果在 D 上有 ƒ (,y) ≥ g(,y)，则有∫∫
D

ƒ (,y)dσ ≥
∫∫
D

g(,y)dσ

性质 4. 如果在 D 上有 ƒ (,y) ≡ 1，D 的面积为 A，则有∫∫
D

1dσ = A

性质 5 (积分估值不等式). 设在 D 上 m ≤ ƒ (,y) ≤ M，D 的面积为 A，则有

mA ≤
∫∫
D

ƒ (,y)dσ ≤ MA

性质 6 (积分中值定理). 如果 ƒ (,y) 在闭区域 D 上连续，D 的面积为 A，则在 D 中至少存

在一点 (ξ,η)，使得 ∫∫
D

ƒ (,y)dσ = ƒ (ξ,η)A

例 1. 不作计算, 估计  =
∫∫
D

e(
2+y2) dσ 的值, 其中 D 是椭圆圆闭区域：

2

2
+
y2

b2
≤ 1 (0 <

b < ).

解. 区域 D 的面积 σ = bπ, 在区域 D 上，0 ≤ 2 + y2 ≤ 2, 从而 1 = e0 ≤ e2+y2 ≤ e2 ,
由积分估值不等式得

σ ≤
∫∫
D

e(
2+y2) dσ ≤ σ · e2 ,

即

bπ ≤
∫∫
D

e(
2+y2) dσ ≤ bπe2

例 2. 估计  =
∫∫
D

dσ√
2 + y2 + 2y + 16

的值, 其中 D : 0 ≤  ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2.

解. 由条件易知，区域面积 σ = 2，

ƒ (,y) =
1√

( + y)2 + 16
,
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, 在 D 上 ƒ (,y) 的最大值和的最小值分别为：

M =
1

4
( = y = 0), m =

1

5
( = 1,y = 2)

故

2

5
≤  ≤ 2

4
.

例 3. 判断
∫∫

r≤|+|y|≤1
ln

(
2 + y2

)
d dy 的符号.

解. 当 r ≤ || + |y| ≤ 1 时,
0 < 2 + y2 ≤ (|| + |y|)2 ≤ 1,

故

ln
(
2 + y2

) ≤ 0,

又当 || + |y| < 1 时，

ln
(
2 + y2

)
< 0, =⇒
∫∫

r≤||+|y|≤1
ln

(
2 + y2

)
ddy < 0.

9.1.2 小结

1. 二重积分的定义（和式的极限）

2. 二重积分的几何意义 (曲顶柱体的体积)

3. 二重积分的性质

9.2 二重积分的计算

二重积分的计算可以按照定义来进行，同定积分按照定义进行计算一样，能够按照定义进行计

算的二重积分很少，对少数特别简单的被积函数和积分区域来说是可行的，但对于一般的函数

和积分区域却不可行．

本节介绍一种计算二重积分的方法——把二重积分转化为两次定积分 (下称累次积分) 的计算．
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9.2.1 用直角坐标计算二重积分

在直角坐标中，我们有 dσ = ddy，从而有∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫∫
D

ƒ (,y)ddy

如果区域 D 由直线  =  和  = b，以及曲线 y = φ1() 和 y = φ2() 围成，我们称 D 为

X-型区域, 其中 φ1(), φ2() 连续．

即 X-型区域可以表示为：

D =
{
(,y)

∣∣ ≤  ≤ b,φ1() ≤ y ≤ φ2()
}



y

 b

y = φ2()

y = φ1()



y

 b

y = φ2()

y = φ1()

如果积分区域 D 为 X-型区域，即有

D =
{
(,y)

∣∣ ≤  ≤ b,φ1() ≤ y ≤ φ2()
}

二重积分可以用下面公式来计算：∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫ b


[∫ φ2()

φ1()
ƒ (,y)dy

]
d

:=
∫ b


d
∫ φ2()

φ1()
ƒ (,y)dy.

∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫ b


A()d =
∫ b


[∫ φ2()
φ1()

ƒ (,y)dy

]
d
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y

z

D



b
y = φ1()

y = φ2()

A()

z = ƒ (,y)

如果区域 D 由直线 y = c 和 y = d，以及曲线  = φ1(y) 和  = φ2(y) 围成，我们称 D 为

Y-型区域, 其中 φ1(y), φ2(y) 连续．

即 Y-型区域可以表示为：

D =
{
(,y)

∣∣c ≤ y ≤ d,φ1(y) ≤  ≤ φ2(y)
}



y

d

c

y = φ2()y = φ1()



y

c

d

y = φ2()y = φ1()

如果积分区域 D 为 Y-型区域，即有

D =
{
(,y)

∣∣c ≤ y ≤ d,φ1(y) ≤  ≤ φ2(y)
}

二重积分可以用下面公式来计算：∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫ d
c

[∫ φ2(y)

φ1(y)
ƒ (,y)d

]
dy

:=
∫ d
c

dy
∫ φ2(y)

φ1(y)
ƒ (,y)d.

X-型区域的特点： 穿过区域且平行于 y 轴的直线与区域边界相交不多于两个交点.
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Y-型区域的特点： 穿过区域且平行于  轴的直线与区域边界相交不多于两个交点.

若区域如图, 则必须分割. 在分割后的三个区域上分

别使用积分公式∫∫
D

=
∫∫
D1

+
∫∫
D2

+
∫∫
D3



y
D1

D2

D3

利用直角坐标系计算二重积分的步骤

1. 画出积分区域的图形, 求出边界曲线交点坐标;

2. 根据积分域类型, 确定积分次序; 分割区域: X-型区域, 先 y 后 ; Y-型区域先  后 y;

3. 确定积分限, 化为累次积分; 后积先定限, 域中穿根线, 先交是下限, 后交上限见

4. 计算两次定积分, 即可得出结果.

二重积分转化为二次定积分时, 关键在于正确确定积分限, 一定要做到熟练、准确．

例 1. 求  =
∫∫
D

ydσ, 其中 D 是  = 1 、y =  及

y = 2 所围成的闭区域.


y

解. 把区域看成 X-型区域, 则

 =
∫ 2
1

d
∫ 2


ydy =
∫ 2
1

ñ
 · y

2

24

ô2


d

=
∫ 2
1

Ç
2 − 3

2

å
d =

ñ
2 − 4

8

ô2
1

=
9

8
.

解. 把区域看成 Y-型区域, 则

 =
∫ 2
1

dy
∫ y
1

yd =
∫ 2
1

ñ
y · 

2

2

ôy
1

dy

=
∫ 2
1

Ç
y3

2
− y

2

å
dy =

ñ
y4

8
− y2

4

ô2
1

=
9

8
.
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注记. 如果积分区域既是 X-型又是 Y-型区域，则两种方式计算结果一样，但可以做出适当选

择

例 2. 求
∫∫
D

(
2 + y

)
ddy, 其中 D 是由抛物线 y = 2 和

 = y2 所围平面闭区域.


y

解. 先求两条曲线的交点， {
y = 2

 = y2
⇒ (0,0), (1,1), ,

于是 ∫∫
D

(
2 + y

)
ddy =
∫ 1
0

d
∫ p
2

(
2 + y

)
dy

=
∫ 1
0

ñ
2
Äp

 − 2ä+ 1

2

(
 − 4)ôd = 33

140
.

例 3. 求  =
∫∫
D

e−y2dσ, 其中 D 是由直线 y = ,y = 1

及 y 轴所围成的闭区域.


y

y = 

y = 1

解. 由于
∫
e−y2 dy 不能用初等函数计算, 因此只能用 Y-型区域的求积公式进行计算.

 =
∫ 1
0

dy
∫ y
0

e−y2 d

=
∫ 1
0

ye−y2 dy =
1

2

(
1 − e−1) .

计算二重积分时, 恰当的选取积分次序十分重要, 它不但关系到计算的繁简, 而且关系到是能

否进行计算.
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凡遇如下形式积分：

∫ sin
 d,
∫
sin2 d,
∫
cos2 d,
∫
e−2 d,
∫
e2 d,
∫
e

y
 d,
∫ d

ln ,

等等, 一定要放在后面进行和分.

交换积分次序的步骤：

1. 将已给的二次积分的积分限得出相应的二重积分的积分区域, 并画出草图;

2. 按相反顺序写出相应的二次积分.

例 4. 改变积分
∫ 1
0

d
∫ 1−
0

ƒ (,y)dy 的次序.

解. 积分区域显然为

D :

®
0 ≤  ≤ 1,

0 ≤ y ≤ 1 − .
如图所示，可以看作为 Y-型区域

D :

®
0 ≤  ≤ 1 − y,

0 ≤ y ≤ 1.


y

y = 1 − 

1

1

因而

原式 =
∫ 1
0

dy
∫ 1−y
0

ƒ (,y)d.

例 5. 计算积分  =
∫ 1

2

1
4

dy
∫ py

1
2

e
y
 d +
∫ 1

1
2

dy
∫ py
y

e
y
 d.

解. 因为
∫
e

y
 d不能用初等函数表示,因此先改变积分

次序.

原式 =
∫ 1

1
2

d
∫ 
2
e

y
 dy

=
∫ 1

1
2

 (e − e)d = 3

8
e − 1

2

p
e.



y

0.5

0.5



14 第九章 二重积分

例 6. 改变积分 ∫ 1
0

d
∫ p2−2

0

ƒ (,y)dy +
∫ 2
1

d
∫ 2−
0

ƒ (,y)dy

的次序.

解. 积分区域如图所示, 因而

原式 =
∫ 1
0

dy
∫ 2−y
1−p1−y2

ƒ (,y)d.



y

y = 2 − 

y =
√
2 − 2

1

1

V =
∫∫

D
[ƒ2(,y) − ƒ1(,y)] ddy

例 7. 求由下列曲面所围成的立体体积, z =  + y, z = y,  + y = 1,  = 0, y = 0.

解. 立体在 oy 平面上的投影为：
 = 0,

y = 0,

 + y = 1,

所围成的图形 (如图所示).



y

1

1

 + y = 1

显然投影区域内  + y ≥ y，故所求体积为
V =
∫∫

D

( + y − y)dσ =
∫ 1
0

d
∫ 1−
0

( + y − y)dy

=
∫ 1
0

ñ
(1 − ) + 1

2
(1 − )3

ô
d =

7

24
.
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思考. 求
∫∫
D

2e−y2 ddy, 其中 D 是以 (0,0), (1,1),

(0,1) 为顶点的三角形. 

y

y = 

y = 1

解. 因为
∫
e−y2 dy 无法用初等函数表示, 因此转化为累次积分时必须考虑次序．于是∫∫

D

2e−y2 ddy =
∫ 1
0

dy
∫ y
0

2e−y2 d

=
∫ 1
0

e−y2 · y
3

3
dy =
∫ 1
0

e−y2 · y
2

6
dy2

=
1

6

Ç
1 − 2

e

å
.

9.2.2 用极坐标计算二重积分

从 这 里 向 南 走 2000 米 ！

请分析上面这句话，告诉了我们什么信息？

这里： 出发点

向南： 方向

2000 米： 距离

在生活中我们经常用距离和方向来表示一点的位置．用距离和方向表示平面上一点的位

置，就是极坐标．

极坐标的建立

1. 在平面内取一个定点 O，叫做极点．

2. 引一条射线 OX，叫做极轴．

3. 再选定一个长度单位和角度正方向（通常取逆时针

方向）．

X

M

ρ

θO
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对于平面上任意一点 M，用 ρ 表示线段 OM 的长度，用 θ 表示从 OX 到 OM 的角度，ρ 叫

做 M 的极径，θ 叫做点 M 的极角，有序数对 (ρ,θ) 就叫做 M 的极坐标．

直角坐标 (,y) 和极坐标 (ρ,θ) 的关系为 

y

M

O

ρ

θ

 = ρ cosθ

y = ρ sinθ

直角坐标曲线方程转化为极坐标曲线方程:

y = ƒ () =⇒ ρ sinθ = ƒ (ρ cosθ)
解出ρ
=⇒ ρ = g(θ)

例 8. 将直线 y = 3 + 2 用极坐标下的方程表示．

解. ρ sinθ = 3ρ cosθ + 2 =⇒ ρ =
2

sinθ − 3cosθ
例 9. 将圆 2 + y2 = 1 用极坐标系下的方程表示．

解. ρ2 cos2 θ + ρ2 sin2 θ = 1 =⇒ ρ = 1

练习 1. 将抛物线 y = 2 用极坐标系下的方程表示.

答案. ρ sinθ = ρ2 cos2 θ =⇒ ρ = g(θ) = tnθ · secθ

平面区域的极坐标表示形式:

D = {(r,θ) | α ≤ θ ≤ β,φ1(θ) ≤ ρ ≤ φ2(θ)}

直角坐标区域表示形式转换为极坐标区域表示形式:

D = {(,y) |  ≤  ≤ b, h() ≤ y ≤ g()}
转换,y
===⇒D = {(ρ,θ) | α ≤ θ ≤ β, φ1(θ) ≤ ρ ≤ φ2(θ)}
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例 10. D 为由 y = 0, = y 和  = 1 围成的区域，使

用极坐标表示该区域．



y

y = 

解. 显然区域 D 在直角坐标系下的表示为：

D = {(,y)|0 ≤  ≤ 1, 0 ≤ y ≤ }

由  = 1 可得

ρ cosθ = 1 =⇒ ρ =
1

cosθ
从而

D =

®
(ρ,θ)

∣∣0 ≤ θπ
4

, 0 ≤ 1

cosθ

´
.

如果积分区域是圆盘或者圆盘的一部分，用极坐标来计算更容易．此时∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫∫
D

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρdθ

∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫∫
D

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρdθ
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

y

D
Δσ

ρ
Δρ

Δρ

θ

Δθ

ρΔθ

Δσ = ?? ≈ Δρ · ρΔθ
⇒ Δσ ≈ ρ · Δρ · Δθ
⇒ dσ = ρdρdθ

∫∫
D

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρdθ = ??

=
∫ β
α

[∫ φ2(θ)

φ1(θ)
ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρ

]
dθ

D

θ = β

θ = α

θ

ρ = φ2(θ)

ρ = φ1(θ)

用极坐标表示积分区域

1. 先求 θ 的范围

2. 再求 ρ 的函数

D =
{
(ρ,θ) | α ≤ θ ≤ β, φ1(θ) ≤ ρ ≤ φ2(θ)

}
∫∫
D

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρdθ = ??
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=
∫ β
α

[∫ φ(θ)
0

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρ
]
dθ

D

θ = β

θ = α

θ

ρ = φ(θ)

用极坐标表示积分区域

1. 先求 θ 的范围

2. 再求 ρ 的函数

D =
{
(ρ,θ) | α ≤ θ ≤ β, 0 ≤ ρ ≤ φ(θ)}∫∫

D
ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρdθ = ??

=
∫ 2π
0

[∫ φ(θ)
0

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρ
]
dθ

D

θ

ρ = φ(θ)

用极坐标表示积分区域

1. 先求 θ 的范围

2. 再求 ρ 的函数

D =
{
(ρ,θ) | 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ρ ≤ φ(θ)}

什么时候用极坐标计算二重积分？
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1. 当区域是圆或圆的一部分, 或者区域 D 的边界方程用极坐标表示较简单时.

2. 被积函数是 ƒ (2 + y2), ƒ (


y
) 或者 ƒ (

y


) 等形式时．

1. 画出区域的草图;

2. 写出二重积分区域 D 在极坐标下的表示形式 (这是关键);

D = {(r,θ) | α ≤ θ ≤ β, φ1(θ) ≤ r ≤ φ2(θ)} .

3. 把二重积分化为极坐标下的累次积分（先积 ρ 后积 θ)：∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫ β
α

dθ
∫ φ2(θ)

φ1(θ)
ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρ.

4. 计算累次积分．

例 11. 写出积分
∫∫
D

ƒ (,y)ddy 的极坐标下的累次积分形

式, 其中积分区域

D =
¶
(,y) | 1 −  ≤ y ≤√

1 − 2,0 ≤  ≤ 1© 

y

2 + y2 = 1

 + y = 1

解. 在极坐标系下

{
 = ρ cosθ

y = ρ sinθ
所以圆的方程为 ρ = 1,直线的方程为 ρ =

1

sinθ + cosθ
,

因此 ∫∫
D

ƒ (,y)ddy =
∫ π

2

0

dθ
∫ 1

1
sinθ+cosθ

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρ

例 12. 计算
∫∫

D e
−2−y2 ddy, 其中 D 是由中心在原点、半径为  的圆周围成的闭区域.

解. 在极坐标系中, 闭区域 D 可表示为

0 ⩽ r ⩽ , 0 ⩽ θ ⩽ 2π.
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于是 ∫∫
D

e−2−y2 ddy =
∫∫
D

e−r2r dr dθ =
∫ 2π
0

Ç∫ 
0

e−r2r dr
å
dθ

=
∫ 2π
0

ñ
− 1
2
e−r2
ô
0

dθ =
1

2

Ä
1 − e−2ä∫ 2π

0

dθ

= π
Ä
1 − e−2ä

例 13. 计算
∫∫
D

(
2 + y2

)
ddy, 其中 D 为由圆 2 + y2 =

2y, 2 + y2 = 4y 及直线  − p3y = 0, y − p3 = 0 所围

成的平面闭区域.


y

解. 由条件可得

y −√
3 = 0⇒ θ2 =

π

3
, 2 + y2 = 4y⇒ ρ = 4sinθ,

 −√
3y = 0⇒ θ1 =

π

6
, 2 + y2 = 2y⇒ ρ = 2sinθ.

于是 ∫∫
D

(
2 + y2

)
ddy =
∫ π

3

π
6

dθ
∫ 4sinθ
2sinθ

ρ2 · ρdρ = 15
Åπ
2
−√

3
ã
.

例 14. 计算二重积分∫∫
D

sin
Ä
π
√
2 + y2

ä
√
2 + y2

ddy,

其中积分区域为

D =
{
(,y) | 1 ≤ 2 + y2 ≤ 4} .



y

D1
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解. 由对称性，可只考虑第一象限部分, D = 4D1 (注意：被积函数也要有对称性).∫∫
D

sin
Ä
π
√
2 + y2

ä
√
2 + y2

ddy = 4
∫∫

D1

sin
Ä
π
√
2 + y2

ä
√
2 + y2

ddy

= 4
∫ π

2

0

dθ
∫ 2
1

sinπr

ρ
ρdρ = −4.

例 15. 将累次积分∫ Rp
2

0

e−y2 dy
∫ y
0

e−2 d +
∫ R

Rp
2

e−y2 dy
∫ pR2−y2

0

e−2 d

化为极坐标下的累次积分, 并计算.

解. 很明显 D = D1 ∪D2, 因此

 =
∫∫
D

e−(2+y2) ddy =
∫∫
D

e−ρ2ρdρdθ

=
∫ π/2
π/4

dθ
∫ R
0

e−ρ2ρdρ

=
π

4

Ç
− 1
2
eρ

2

å ∣∣∣R
0
=
π

8

Ä
1 − e−R2

ä 

y

D1

D2

练习 2. 将直角坐标系下累次积分：∫ 1
0

d
∫ p4−2
p

1−2
ƒ (,y)dy +
∫ 2
1

d
∫ p4−2

0

ƒ (,y)dy

化为极坐标系下的累次积分.

答案. 区域如图所示, 易得

原式 =
∫ π

2

0

dθ
∫ 2
1

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρ dρ



y

复习 1. 计算二重积分
∫∫
D

ydσ，其中 D 是由  = 2，y = 1 与 y =  所围成的图形．
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复习 2. 计算二重积分
∫∫
D


p
ydσ，其中 D 是由 y = 2 与 y =

p
 所围成的图形．
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